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摘　要
证明了 DM RL序关系在平移变换下的不变性 ,并获得了一个充分必要条件 ,作为应用 ,进一步刻划了
该序关系在更新过程中的行为特征。
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1　引　言
在可靠性和寿命检验的理论及应用中 ,平均剩余寿命 M RL( Mean Residual Life)常用以
刻划元件的年龄特征 , DM RL( Decreasing Mean Residual Life)寿命分布类就受到了广泛地
注意。Aly ( 1993)提出 DM RL偏序以比较元件的 DM RL程度 ,本文则着力于讨论 DM RL偏




定义 1. 1　寿命分布 F是 DM RL的 ,如果其 M RL




-( y ) dy /F-(x )　　 x≥ 0 ( 1)
关于 x非增 ( Bryson and Siddiqui , 1969)。
定义 1. 2　 若 F和 G均为连续分布 , F ( 0) = G( 0) = 0,二者均为 DM RL的 ,称 F依
DM RL序大于 G(记作 F <
DM RL
G) ,如果
　　VF ( F- 1 (u) ) /VG (G- 1 (u ) ) ( 2)
关于 u∈ [0, 1]单调不减 ,其中 VF、VG由式 ( 1)决定。





F (x ) = G(θx )。当然 , DM RL序关系给出了两个元件 DM RL程度强弱的比较。
⒇ 收稿日期: 1997-11-04.
我们在第二节中讨论 DM RL偏序的有关性质 ,在第三节中利用更新计数过程对该序关
系的行为加以刻画 ,通过更新次数来反映 DM RL程度的强弱。
2　 DM RL序关系的几个性质
在定义 1. 2中记 x = F- 1 (u) ,则式 ( 2)关于 u的不减性质等价于
　　VF ( x ) /VG( G
- 1




-( y ) dy /∫G- 1F (x ) G-(y )dy ( 3)
关于 x≥ 0不减。这个定义的实质是就两元件在等生存概率点上的平均剩余寿命的递减程
度加以比较。对式 ( 3)的右侧关于 x求导不难得到:式 ( 3)关于 x≥ 0不减也即




-( y ) dy - g ( G- 1F (x ) )∫G- 1F( x ) G-( y ) dy≥ 0
其中的 f 、 g分别为 F与 G对应的密度函数。由此得到
性质 2. 1　 F <
DM RL
G当且仅当对所有 x≥ 0,




-(y )dy ( 4)
下边的结论反映了平移变换下 DM RL序关系的不变性。
性质 2. 2　设 F <
DMRL











1 ( y ) dy =∫G- 1F(x ) -θG-(y + θ) dy
=∫G- 1F( x ) G-(y ) dy
　　g1 ( G
- 1
1 F (x ) ) = g ( G
- 1
1 F (x ) ) + θ= g (G-
- 1
F ( x ) )
可见 ,式 ( 4)对 F、G1亦成立 ,从而 ,F <
DM RL
G1。
性质 2. 3　若 G1 ( y ) = G(Uy ) ,U> 0, F1 ( y ) = F (Ty ) ,T> 0,则 F <
DM RL
G当且仅当对所













-(Uy ) dy = U






( G- 11 F (x ) ) =∫
∞
x
F-1 ( y ) dy /∫G- 11 F1(x ) G
-





-(Ty ) dy /U
- 1∫G- 1F(Tx ) G-(y )dy
= UT
- 1
VF (Tx ) /VG( G
- 1






以上的性质 2. 3表明 DM RL序关系关于尺度变换是不变的。
DM RL寿命分布强调元件的平均剩余寿命函数的递减 (不增 )性 ,而指数型分布的
M RL是一个常数 ,可见在等生存概率点上 DM RL元件的 M RL的递减程度必定比指数分布
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的 M RL的递减程度强 ,下面的定理即描述这种关系。
定理 2. 4　若 F ( 0) = 0,则 F是 DM RL的当且仅当 F <
DMRL
G,其中 G是指数分布。
证明　由定义 1. 1, F的 M RL为 VF ( x ) ;由指数分布的无记忆性知 VG( x ) = λ
- 1
,这样
　　VF ( x ) /VG( G
- 1




-(y )dy /F-( x )
显然 ,F的 DM RL性等价于上式的递减性。
若寿命分布 F的 M RL关于时间不减 ,则称 F是 IM RL( Increasing M ean Residual Life)。
对 IM RL分布容易证明以上对偶的结论亦成立。




G分别等价于 F是 IFR和 IFRA元件。









F (x )递增。注意到 IFR DM RL,以下结论成立。
















证明　G- 1F (x )是凸函数 ,则
　　 [G
- 1
F( x ) ]
′
= f ( x ) /g ( G
- 1
F (x ) ) ( 5)
关于 x≥ 0递增不减。注意到
　　VG ( x ) /VF ( F
- 1













-( y ) g (y )
f ( F
- 1
G( y ) )
dy ( 6)
对 ( 6)式右侧导数 ,其分子为
　　
G
-(x ) g( x )








-( y )g ( y )
f ( F- 1G(y ) )
dy
　　 = G-( x )∫
∞
x
G-( y ) g ( x )
f (F- 1G( x ) )
- g (y )
f ( F- 1G(y ) )
dy ( 7)
( 5)式表明 g (x ) /f (F- 1G( x ) )关于 x≥ 0不增 ,从而 ( 7)式是非负的。这样 , ( 6)式关于 x≥
0不减 ;由定义 1. 2有 ,F <
DM RL
G。
例子 2. 7　在 Weibull分布族中 ,凸序关系决定于形状参数T。现设T2 > T1 > 0,λ> 0
　　Fi ( t ) = 1 - e- (λt )
Ti　　 i = 1, 2.
容易验证: F
- 1












1 F2是凸函数 ,F2 <
c
F1成立。事实上 ,也可直接验证



























定理 2. 8　若 F <
*
G且对 x≥ 0





f ( F- 1G(x ) )
- g ( y )
f (F- 1G( y ) )











F (x )关于 x≥ 0不减 ,而这等价于
　　 f (x ) /g (G- 1F( x ) )≥ G- 1F( x ) /x
上式亦即
　　g (x ) /f (F- 1G( x ) )≤ F- 1G( x ) /x ( 9)






















f ( F- 1G(x ) )
-
g ( y )
f (F- 1G( y ) )
G












-( y ) dy≥ 0




考虑以 F和 G分别作为底分布的两更新过程 NF ( t )与 N G( t )。由极限定理 ( Ross, 1983)
知 , t→∞时 ,
　　NF ( t ) /t
a. s
1 /EFX ,　　NG ( t ) /t
a. s
1 /EGY ( 11)
由于 DM RL序关系仅着重于 M RL的下降速度并不能说明:
　　F <
DM RL
G EFX≤ EGY或 F <
DM RL
G EFX≥ EGY
所以 ,单纯地基于 DM RL序关系的更新次数的比较是不可行的。
例 3. 1　假设 F是 DM RL的 , G是指数分布。且具参数λ> 0。由定理 2. 4知 F <
DM RL
G对
所有λ> 0均成立。只要 EFX <∞ ,可选取合适的 λ使
　　λ
- 1
= EGY > EFX 或 EGY < EFX .
由式 ( 11) ,若 F <
DM RL
G且 EFX≠ EGY ,则当 t→∞时 NF ( t ) /t与 NG ( t ) /t的关系是明显
的 .考虑到 NF与 NG均表示更换次数 ,当 F <
DM RL
G且 EFX = EGY时对平均更换次数 NF ( t ) /t
与 NG ( t ) /t的比较是有意义的。先介绍两个引理。
引理 3. 2　W (x )为 Lebesgue - Stielt jes测度且对所有 x≥ 0,∫
∞
x





h (x )W (x ) dx≥ 0.
引理 3. 3　设 _与e2有限 ,它们分别表示更新过程 {N ( t ) }的间隔的均值与方差 ,当 t→
∞时 ,
　　P





→H( y ) ,　　 - ∞ < y <∞ ( 12)
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其中H为标准正态分布的分布函数。
引理 3. 2出自 Barlow和 Proschan( 1981)的著作 ,引理 3. 3则是 Ross( 1983)著作中的结
论。






[F- 1G( y ) - y ]G-( y ) dy≥ 0, ( 13)








-( y ) dy /∫G- 1F (x ) G-(y )dy




F-( y ) dy≥∫G- 1F( x ) G-( y ) =∫
∞
x
F-( y ) f ( y )
g ( G
- 1
F (y ) )
dy




F-( y ) 1 -
f ( y )
g ( G- 1F (y ) )






















F( y ) ]G-(G
- 1
F( y ) )dG
- 1
















-(y )dy ( 16)




















从而有 , VarFX≥ VarGY .
定理 3. 5　若 F <
DMRL
G,_ = EFX = EGY且 ( 13)式成立 ,记e2F = Var
F
X ,e2G = Var
G
Y ,则当
t→∞时 , t_ 3












证明　由定理 3. 4,e2F≥ e2G.利用引理 3. 3,





3≤ y = P t_






　　 = P (NF ( t ) -
t
_







F y ) ,　　 t→ ∞
同理
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　　P t_







G y ) ,　　 t→∞ .
显然 ,对所有 y ,H(e- 1F y )≥H(e- 1G y )。从而 ,当 t→∞ 时 ,
　　 t_ 3
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Some Properties of DM RL Ordering
Li Xiaohu
( Dep’ t of M ath, Lanzhou Univ ersity, Lanzhou 730000)
Yan Dingqi
( Dep’ t of Basic Cour se, Lanzhou M edical College, Lanzhou 730000)
Abstract
It is prov ed that the DM RL ordering is maintained under the translation and the scale transfo rms. A
necessary and sufficient condition fo r DM RL units is presented a s w ell. As an application, th e behavio r of this
ordering in renewal counting process is discussed.
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